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DIRAC RESMINE PRELUD VE REZONANS OLGUSU

Takdim: Basit harmonik titregir, kisa mesafeli salinimlar1 modellemek igin kullanilan ¢ok eski bir oyun-
caktir. Bu oyuncaktan bir tiirli vazgecil(e)memesinin nedeni gerek cebirsel yapisindaki zenginlik ve ko-
laylik gerekse sagladigy fiziksel kavrayig ve yorumlardir. Gaz fazindaki molekiillerin titresiminden kati
fazdaki atomlarin titresimine kadar, her cesit titresim hareketinin ilk akla gelen modellenmesi basit har-
monik titresir iledir. Bu derste ilk olarak digaridan bir kuvvetle uyarilan basit sarkacin dinamigini,
Hamilton’in hareket denklemlerini ¢ozerek irdeleyecegiz ve rezonans durumlarinin nasil ortaya ¢iktigini
aragtiracagiz. Daha sonra da aklimizi kullanip Ehrenfest teoremini bir miktar suistimal ederek, problemin
kuantum versiyonunu “gézmeden ¢ozecegiz.”

Anahtar Kelimeler: Dirac resmi, rezonans, integral faktorii, Fourier serileri, ¢ok fotonlu gegisler

Birinci basamak: Sistemin Hamilton fonksiyonu. Dipol momenti araciligiyla alternatif bir lazer alani
ile etkilegen bir giftatomlu molekiiliin dinamiginin basit harmonik titresir ile modellendigini varsayalim.

Sistemin Hamilton fonksiyonu
2

P 1
H(z,p,t):= o + immeQ — foxg(t) (1)

olarak verilmektedir. Burada aligildik kinetik ve potansiyel enerji terimlerine ek olarak — foxg(t) elektrik—
dipol yaklagtirmasinda ciftatomlu molekiiliin zamana baglh elektrik alaniyla etkilesimidir. fj sisteme etki
eden dig kuvvetin tipik degeri, g(t) ise boyutsuz (ve dolayisiyla birimsiz) bir fonksiyondur. Mesela g(¢) bir
can egrisi atimi (pulse) veya trigonometrik bir fonksiyon olabilir.

Ikinci basamak: Hareket denklemleri. Baslangic amndaki hali {2(0),p(0)} olarak verilen bu sistemin
zaman ic¢inde evrilmesi Hamilton’in hareket denklemlerinin ¢éziimiiyle bulunur:

dzit) = —mw?z(t) + fog(t). (3)

I"Jgﬁngii basamak: Boyutsuz niceliklere gegis. Boyutsuz niceliklerle caligmak bizi hem denklemlerimizdeki
degisken kalabaligindan kurtaracak, hem de bir dereceye kadar keyfi se¢ilmig birim sistemleri arasinda bir
tercih yapma zorunlulugunu da ortadan kaldiracaktir. Her mekanik sistemin birimleri tayin edilirken tc¢ tane
bagimsiz dinamik degiskenin birimlerinin bilinmesi yeterlidir. Geri kalanlar bunlar cinsinden ifade edilebilir-
ler. Mecbur olmamakla birlikte, cogunlukla uzunluk, zaman ve kiitle birimlerin tespitinde temel alinirlar.
(Sayet sistemde yikli tanecikler varsa, o zaman déort dinamik degiskenin birimlerinin tespit edilmesi gerekir.)



Biz, inceledigimiz sistemde, hareket denklemi tarafindan oOnerilen nicelikleri birimleri tespit etmede kul-
lanacagiz. Bu baglamda kiitleyi m, kuvveti fy ve frekansi w ile Olgebiliriz. Bu durumda boyutsuz uzun-
luk (veya indirgenmis uzunluk) z; := zmw?/fy, boyutsuz/indirgenmis momentum zy := pw/fy ve boyut-
suz/indirgenmis zaman 7 := tw olarak verilirler. Bu tanimlar yerlerine konuldugunda Hamilton’in hareket
denklemleri (2,3)

B0, (@
B0 - )+ o)

bi¢imini alirlar. S6z verildigi gibi, boyutsuz niceliklerin bizi degisken kalabaligindan kurtardigina ve den-
klemleri sadelestirdigine dikkat ediniz.

Doérdiincii basamak: Hareket denklemlerine cebirsel bir bicim vermek. Bu diferansiyel denklemleri her ne
kadar bagka yontemlerle ¢6zmek miimkiinse de, biz, “Dirac veya etkilesim resmine” bir preliid olmas: icin
dogrusal/lineer islemci yontemlerini kullanacagiz. Bu yontemin basit harmonik titresir diginda bagka sistem-
ler igin de genellestirilmesi (ve Picard yinelemesiyle olan benzerligini gézlemek) basit bir meseledir. Sistemin
halini gergel sayilar tizerinde tamimh iki boyutlu vektor uzayinda, z(7) := z1(7)e1 + 22(7)e2 bigiminde ifade
edelim. Burada e; := (1,0) ve ez := (0, 1) birinci simf fizik derslerinde gosterilen birim vektorlerdir. e ve
eg vektorlerine etkisi agagidaki gibi tanimlanan, zamandan bagimsiz bir dogrusal iglemci L

Lei:=—ey ve Ley:=e; (6)

Hamilton’in (indirgenmis, boyutsuz) hareket denklemlerini (4,5) yeniden diizenlememizde yardime: olacaktir:

d
Z(TT) = La(r) + g(7)ea. (7)
Alstirma 1: L? = —J oldugunu gosteriniz.
Aligtirma 2: Taylor serilerini ve bir 6nceki alistirmay:r kullanarak e’ = cos(7)I + sin(7)L oldugunu
gosteriniz.
Alstirma 3: Alistirma 2’yi kullanarak, e 27el™ = I ve

ieLT — LeLT — eLTL

dr
oldugunu gosteriniz.
Besinci basamak: Dirac resmine gegis. Eger 7. denklemde g(7) = 0 olsaydi, bu denklemin ¢bziimii,
Picard yinelemesiyle z(7) = ¢%7z(0) rahatlikla elde edilecekti. Bu ¢dziimii sezgimize bir basamak yaparak 7.
denklemi ¢ozmek icin fizik literatiiriinde “Dirac resmi” veya “etkilesim resmi” olarak bilinen resime gecip,
ilk defa Leibniz’in icat ettigi “integral alma faktorii” tekniginin dogrusal iglemcilere genellegtirilmis halini
kullanacagiz. Bu amagla sistemin Dirac resmindeki hal vektoriinii

zp(7) == e I7a(r) (8)

tanimlayalim. (Ustel fonksiyonundaki — igaretine dikkat!) Dirac resmindeki hareket denklemini bulmak igin
formal olarak
dZD (T) _ de_LT —LT dZ(T) _ —LT —LT
o = 4 z(T) +e = —Le “Tz(1)+e 7 (Lz(T) + g(1)e2), 9)
= g(r)e ey (10)

yazabiliriz. Dirac resmine neden “etkilesim resmi” de dendigi ve bu resimin avantaji 10. denklem yardimiyla
anlagilabilir: ¢g(7) = 0 alindiginda zp(7) = 0 gikar. Diger bir ifadeyle, sisteme digaridan etki edilmezken,
zp(7) durmaktadir ve ancak etkilesimin varligiyla degismektedir. (Ayni durum z(7) igin s6z konusu degildir.)



Altinc1 basamak: Problemin Dirac resminde cozimi ve Schrodinger resmine geri donis. 10. denklemin
formal ¢ozlimii her iki tarafin 0’dan 7’ya integrali alinarak

20(7) — 21 (0) = /0 " doglo)e ey (11)

bulunur. Baglangi¢ aninda zp(0) = z(0) oldugu 8. denklem yardimiyla goriiliir. Etkilesim resminden geri
donecek olursak, problemin céziimiint

z(7) = e"72(0) + /OT dog(o)elT=)e, (12)

seklinde verebiliriz. Simdiye kadar aligik oldugumuz bu resime fizik literatiirtinde “Schrodinger resmi” denir.
Alstirma 4: 12. denklemden baslayarak

z(7) = el7z(0) + /OT dog(r —o)eleq

oldugunu gosteriniz.
Aligtirma 2’nin yardimiyla 12. denklemi

z(1) = eLTz(O) + -/OT dog(o)sin(r — o)er + /OT dog(o)cos(T — o)ez (13)

olarak yeniden duzenleyebiliriz. 13. denklemde birinci terim sistemin g(7) = 0 halinde izole bir sekilde
evrilmesini, ikinci terim g(7) alaniin konuma katkisini, tiglincii terim ise yine g(7) alaninin titregirin mo-
mentumuna katkisini vermektedir.

i§aret: Bu noktadan sonra sayet istenilirse tekrar z1, zo ve 7 niceliklerinden x, p ve t niceliklerine doniilebilir.
Isaret: Anlatageldigimiz Dirac resminin (veya genellegtirilmig Leibniz integral alma faktorii tekniginin)
tamamen sistematik olduguna ve diferansiyel denklemler kitaplarindaki “belirlenmemis katsayilar teknigi” nde
(Boyce & DiPrima, sayfa 171, 7. baski) oldugu {izere, “¢oziimii tahmin etmek” gibi yiiksek sezgi giicii gerek-
tirmedigine dikkat ediniz.

UYGULAMALAR

13. denklemde birinci terim homojen ¢oziimii ve tiglincii terim dig kuvvetin momentuma katkisim1 verdik-
lerinden, biz, sadece ikinci terimle, z(t), dig kuvvetin konuma katkisi {izerinde yogunlasacagiz.

Dikdortgen atim

Titresiri uyaran dig kuvvet dikdértgen bir atim (pulse) olarak verilmigse

1, 0<t<T,
boyle bir atimin uzun vadede, 7 > w71 aninda konuma olan katkisi
T wT
/ dog(o)sin(t — o) = dosin(r — o) = cos(t — wT') — cos(T) (15)
0 0
olarak verilir. Boyutlu niceliklerde bunu
xp(t) = Jo {cos(wt — wT') — cos(wt)}, t >T (16)

mw?
olarak da ifade edebiliriz.
i§aret: Sayet atim siiresi T', wT = 27n ve n € N bi¢iminde secilirse, bu katkinin sifir olacaginiy gozleyiniz.
Isaret: |cos(wt — wT) — cos(wt)| < 2 oldugundan, her haliikarda, x,(t) katkisin {istten ve alttan kisith
olduguna ve sinirsiz biiyiimedigine dikkat ediniz.



Periyodik alan: rezonans

Eger bir alan
g(t+T) =g(t), T >0 (17)

sartin1 saghyorsa periyodiktir ve periyodu T’dir. Oncelikle ¢ok 6zel bir durumu, T' = 27 /w’y1 inceleyelim.
7 > w1 olsun. Bu durumda n € N ve 0 < 7, < w1 olmak f{izere, 7 = nwT + 7 = 27n + 7 olsun. Diger bir
deyisle 7 = 7. mod 27. n sayisi periyod devir sayisini 6lgmektedir. Bu durumda

T 2mn 2Tn—+T1,
zp(T) = /0 dog(o)sin(r — o) = /0 dog(o)sin(t — o) + , dog(o)sin(r — o) (18)
n—1 2m(m+1) 27N+,
= Z / dog(o)sin(t — o) + dog(o)sin(r — o) (19)
m—0 " 2mm 2mn

olur. Integrallerde g fonksiyonunun periyodikligini kullanabilmek i¢in 1 := o—2mm gibi doniigtim formiillerini
kullanirsak, dnp = do, g(n + 27m) = g(n) ve sin(t —n — 27m) = sin(r — 1) oldugundan

ro(r)=n [ dngmysinr ) + [ dnglasintr — ) 20

elde edilir. g(n)’y1 igeren iki trigonometrik integral fonksiyoneli tanimlarsak

0 0
~ [ dnglm)cos(n) ve  5(6) = [ dng(n)sin) (21)
0 0

bu durumda

zp(7) = (nC(27) + C(1)) sin(1) — (nS(2m) + S(7)) cos(T) (22)

yeniden diizenlenebilir.

Isaret: Sayet C(27) = 0 ve S(27) = 0 durumu gegerli ise o zaman dig alanin konuma katkist |z, (7)| da
siirh kalacaktir. Ote yandan C(27) # 0 veya S(27) # 0 durumu gegerli ise o zaman |z, (1), periyod devir
sayisinl Olgen n sayisi ile dogru orantili bir bicimde artacak ve sinirsiz biiyliyecektir. Buna rezonans denir.
Alstirma 5: g(n) = cos(n) i¢in 2, (7) hesaplaymiz ve boyutlu nicelikler cinsinden ifade ediniz.

Periyodik alan: genel ¢oziim

g(t) fonksiyonunun periyodu 7' # 27/w oldugunda artik integraller bir 6nceki boliimdeki gibi kolaylikla
22. denkleme indirgenemeyecektir. g(t) fonksiyonunun dogal frekansini wy := 27/T olarak tanimlayalim.
Frekansi wp olan ve bizim fizikte kullandigimiz (siirekli ve kisith) fonksiyonlar igin Fourier sinus ve cosinus
acilimi vardir, yakinsar ve agagidaki bicimde verilir!.

o0
g(t) = % + Z (an, cos(nwot) + by, sin(nwot)) (23)
n=1
Boyutsuz niceliklerde bu denklem
o
aop
=3 z:: ap cos(nwyT) + by, sin(nwyT)) (24)

'Yakinsama ispatlarini konu ile ilgili yazilmig standard kitaplara (mesela Zygmund veya Hardy) havale ediyoruz. Diferansiyel
veya kismi diferansiyel denklemler ve matematiksel fizigin metodlar: kitaplarinda da bu konuyla ilgili bilgiler bulunabilir. Fourier
serilerinin tek sakincasi, slireksiz fonksiyonlarin Fourier agilimlarinda, yakinsama, fonksiyonun stireksiz oldugu noktalarda,
fonksiyonun kendisine olmamaktadir. Buna “Gibbs olgusu” da denir.



bi¢imini alir. Burada indirgenmis frekans: wj := wp/w olarak tamimladik. a,, ve b, katsayilar1 trigonometrik
fonksiyonlarin dikliginden (2. 6dev soru 2a) faydalanilarak

T 27wl
an = %/ OdTg(T) cos(nwyT), n >0, (25)
0
T 27w
b, = ﬂ/ OdTg(T) sin(nwyT), n >0, (26)
™ Jo

integralleri yardimiyla hesaplamlabilirler. x,(7) degerini hesaplamak igin g(7) fonksiyonunun 24. den-
klemdeki Fourier sinus ve cosinus agilimindan faydalanacagiz. Bu baglamda

T Py 1 r
/0 do sin(r — o) cos(nwjo) = =) (cos(nwjT) — cos(T)) (27)
/Or dosin(r — o) sin(nwlo) = lni(wS)Q (sin(nw(T) — nwg sin(T)) (28)

tipi integralleri kullanmamiz gerekiyor.
Aligtirma 6: 27. ve 28. denklemlerdeki integral hesaplarini detaylariyla gosteriniz.
27. ve 28. denklemlerin yardimiyla dig alanin titresirin konumuna katkisini

(nwyT) — cos(T)) + by, (sin(nwiT) — nwg sin(T))
1= 2

zp(7) = %(1 —cos(T)) + Z an (cos (29)

n=1

bulabiliriz. Dikkat edilirse, bu denklemde aq, a,, ve b, katsayilari ile toplamin igindeki trigonometrik fonksiy-
onlar alttan ve iistten kisith niceliklerdir. x,(7)'nun sinirsiz olarak buyuyebilecegi tek durum paydadaki
1 — n%(w}h)? teriminin tam olarak sifir olmas1 durumundadir. Bunun igin wg = w/n olmahdir.

i§aret: wo > w ise, hichir n > 1 tam sayisi wy = w/n sartin1 saglamayacagindan, rezonans durumu
gerceklesmez. Diger bir ifadeyle yiiksek frekansly alanlarda rezonans yoktur.

i§aret: Optik spektroskopide ve manyetik rezonansta “iki fotonlu gegis” durumu, dig alanin frekans: wy ile
uyarilan kuantum sisteminin enerji seviyeleri arasindaki farkin Awg ~ (E2 — E1)/2 olmasi halinde gerceklesir.
["J(; fotonlu gecisler de benzer bir bigimde tanimlanabilir.

i§aret: Tam rezonansin gerceklestigi 71 katsayisi igin 29. denklemdeki payda 1 — 7?(wj)? = 0 olmaktadir.
Lakin, bu durumda denklemin pay kismi da sifir oldugundan 0/0 belirsizligi ortaya gikar. Bu belirsizligi
kaldirmak i¢in L’Hospital kuralimin yardimiyla genel ¢éziimdeki (29. denklem) rezonans teriminin

% (apTsin(7) — by 7 cos(T) + by sin(7)) (30)
oldugu gosterilebilir.

Algtirma 7: L'Hospital kuralmi 29. denklemdeki 1 — 722 (wj)? = 0 sartin1 saglayan terimde kullanarak 30.
denklemdeki rezonans terimini elde ediniz.

i§aret: Rezonans teriminin 7 ile birinci dereceden degistigine dikkat ediniz. Benzer bir durum bir 6nceki
boliimde de ortaya c¢ikmigti.

Isaret: wy = w /1 sarti saglayan bir 1 degeri olsa bile, rezonans gerceklesmeyebilir. Ciinkii g(¢) fonksiy-
onunun simetrilerinden dolay: hem a; = 0 hem de b7 = 0 gikabilir.

Sayisal 6rnek: dikdortgen atim treni
0, 0<(tmodT)<T/4,
gt)y=¢ 1, T/4<(tmodT) < 3T/4, (31)
0, 3T/4<(tmodT)<T,

seklinde tanimlanan bir fonksiyona, son derece acik sebeplerden dolay1, “atim treni” denir. Ornek olarak bu
kadar basit taniml bir fonksiyon se¢gmemizin iki sebebi vardir: (1) Rezonans, g(¢) nin fonksiyonel formundan



¢ok, frekansina baghdir. O yiizden sectigimiz g(¢)’nin Fourier integrallerinin kolay hesaplanmasi i¢in basit
secilmesinde bir sakinca yoktur; ve (2) Siireksiz fonksiyonlari Fourier serilerindeki “Gibbs olgusuna” gorsel
bir 6rnek vermek istiyoruz.

Aligtirma 8: 31. denklemdeki atim treninin Fourier serisi i¢in b, = 0, ap = 1, asp, = 0 ve agnt1 =
2(—1)"*!/7(2n 4 1) oldugunu gosteriniz.

Bir 6nceki ahigtirmanin ve 29. denklemin yardimiyla xp(7)

_ 1ocos(n) % 3~ (21" cos((2n + Dwfr) — cos(r) (32)

() =" Zon+ 1 (1- 20+ D)2(wp)?)
olarak bulunur. Daha Once de isaret ettigimiz gibi hernekadar 2, 4, 6 ve genel olarak 2n fotonlu gegisler
olasi ise de, uyaran g¢(t) alaninin simetrisinden dolayi ag, = be, = 0 gkmugtir. Bu da wy = w/2n olsa
bile, rezonansin gergeklesmeyecegi anlamina gelir. Sectigimiz atim treninin ¢ift bir fonksiyon olmasi veya
daha genel bir ifadeyle paritesi, bu sonucu dogurmustur. Biz bu sistemden sadece 2n + 1 fotonlu gecisleri
bekleyebiliriz.

Ikaz: Bu boliimde yaptigimiz ¢oziimleme, rezonans tespitinin ¢ok kolay bir ig oldugu gibi yaniltici bir kam
uyandirmasin: Caligtigimiz sistem, dikdortgen atim treni ile elektrik dipol yaklagtirmasinda uyarilan basit
harmonik titresir modeli, diigtiniilebilecek en kolay matematiksel modeldir ve bu ylizden analitik ifadeler
elde edilebilmektedir. Daha genel (ve daha gergekci) bir modelde, mesela Lorentz atim treniyle uyarilan
Morse titresirinde, benzer ¢oziimlemeleri yapmak bu kadar kolay degildir.

Daha genel sistemlerde rezonans durumlarini tespit etmek icin daha nitel ve deneye daha uygun bir in-
dikator fonksiyonuna ihtiyacimiz vardir. Deneysel gerekgelerden dolay: rezonans durumlarini tespit etmek
icin niceliklerin zaman ortalamalar: hesaplanir ve alan frekansina karsi zaman ortalamasi grafigi bize rezo-
nans tespitinde yardime: olur. Zamana bagh bir fonksiyonun zaman ortalamasi agagidaki gibi (limit varsa)
tanimlanir.

T
() = lim ;/0 F(t)dt (33)

T—oo

Alstirma 9: V¢t > 0 i¢in |f(t)| < M < oo ise |(f)¢| < M oldugunu gosteriniz.

Bu béliimde calistigimiz problem igin acaba (xp); uygun bir indikator fonksiyonu mudur? Bir sonraki
aligtirma bu sorunun cevabinin “hayir” oldugunu soyliiyor.

Alstirma 10: «a # 0 igin (cos(at)); = (sin(at)); = 0 oldugunu gosteriniz.

Dikkat edilirse (zp)¢, sinuslerin ve cosinuslerin bir toplamindan ibarettir ve aldigi maksimum deger 41000
de olsa +0.001 de olsa, (zp)r = 0 ¢ikabilir ki, bu da salimmlar hakkinda bize herhangi bir fikir vermekten
uzaktir. Bu yiizden biz de bdyle yanilsamalara sebebiyet vermeyecek bir ortalamayi, <l‘12)>7- ortalamasini
inceleyecegiz. Ama Gnce

Aligtirma 11: o # 0 icin (cos?(at)); = (sin®(at)); = 1/2 oldugunu gosteriniz.

Algtirma 12: (cos(at) cos(ft)): = (sin(at) sin(5t))r = dq,5/2 ve (sin(at) cos(f8t)); = 0 oldugunu gosteriniz.
<x§>ﬁ bir fonksiyonun karesinin ortalamasini icerdiginden salimimlarin pozitif ve negatif degerleri ortalamada
birbirlerini nétralize edemeyecektir. Daha 6nceki aligtirmalarin da yardimiyla wj # 1/(27 + 1) igin

s 31 22, 2 (&
T S U8 SR | o 3
8 7Tn:0 ™ n=0 T n=0

ve 1y
-1 1
Sp = YY) (35)
2n+1 (1 —(2n+1)%(wj)?)
Aligtirma 13: 32. denklemden baglayarak 34. denklemi elde ediniz.

Her ne kadar acikca belirtilmemis olsa da <I12)>7— aslinda sadece w(’ye baghdir. Bu yiizden biz A(wj) =
<£L‘12)>7- fonksiyonunu (“emilim spektrumu/tayfi”) tamimlayacagiz. Spektroskopi deneylerinde gogunlukla elde
edilen nicelik, nitel olarak A(w() fonksiyonuna benzer. 34. denklemde verilen ifadeyi kapali bir halde

toplamak imkansizdir, lakin, bu ifadenin rezonansa yakin durumlar ¢ok biiyiik degerler alacagi ve rezonans




durumlarinda tanimsiz oldugunu gozlemek zor degildir. Yakin rezonans ve rezonans haricindeki durumlarda

ise pratik olarak sifir degerini almaktadir. Spektroskopik Ol¢limlerde bu davranig ¢ok tipiktir.
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Bu sayfadaki sekil simdiye kadar anlattigimiz konular1 6zetler mahiyettedir. Ust-sol: Gibbs olgusuna

ornek. Atimin Fourier a¢iliminin ilk 6 teriminin toplami. Atimin siireksiz oldugu noktalarda baglayan
dalgalanmalara dikkat ediniz. Sayet seriyi sonsuza kadar da toplasaydik, fonksiyonun siireksiz oldugu

noktada Fourier serisi bizim istedigimiz degerden bagka bir degere yakinsayacakti. Ust-orta: Emilim

2
p

spektrumunun, 1/wj’ye karst gizimi. 1, 3 ve 5 fotonlu emilimlerde A(w{)nin sonsuza gittigine dikkat

spektrumu/tayfi. Daha énce A(w]) = (x2), olarak tamimladigimiz, atim trenine tekabiil eden emilim
ediniz. ﬁst-sag: Aymi fonksiyonun logaritmik skalada gizimi. Alt-sol ve Alt-orta: wj = 1/3.1 ve

wy = 1/5.1 durumlan igin z,(7). wj = 1/5.1 igin zp(7)’nin maksimum degerine ulagmasimin daha

geg gergeklestigine dikkat ediniz. Alt-sag: wj = 1/3.01 i¢in z,(7)'nun grafigi. Bu durumda z,(7)
fonksiyonunun maksimum degerine ulagmasimin bir 6ncekilere kiyasla 6-8 kat daha ¢ok zaman aldigina

ama maksimum degerinin de yaklagik 7 kat daha fazla olduguna dikkat ediniz.

KUANTUM COZUMU: EHRENFEST

Bu problemin kuantum versiyonunu ¢ézmek icin 1. denklemdeki Hamilton fonksiyonundaki x ve p dinamik
degiskenleri yerine Hermitik iglemcileri yazarak Hamilton islemcisini

H(t) := "o + Lme?x? fog(H) X (36)
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tanmimlar ve verilen bir baglangic ¥ (x,0) dalga fonksiyonu i¢in Schrédinger denklemini
0 t
mwg’) — H{)(, 1) (37)

cozeriz. Dikkat edilirse burada Hamilton islemcisi zamana bagl oldugundan, daha 6nce yaptigimiz ¢oziim,
Y(x,t) = exp(—itH/h)yY(x,0) artik gegerli degildir. Bu denklem Picard yinelemesi ile ¢oziilebilir, lakin
cikan sonsuz seri toplamini derli toplu bir hale koymak cok zordur?. Kuantum mekaniginde “bir problemin

2Bu sorunun analitik ¢oziimii en verimli Magnus veya kiimulant yontemiyle yapilir ki, o yéntemi de ¢alismak bize bir haftaya
mal olabilir. Daha fazla bilgi i¢in bak.: P. Pechukas ve J. C. Light, “On The Exponential Form of Time-Displacement Operators
in Quantum Mechanics”, Journal of Chemical Physics 44, 3897-3912 (1966).



¢oziiml” denildiginde kastedilen gey verilen bir ¢(z,0) i¢in ¢ (x,t) degerini bulmaktir. (x,t) bulunursa,
geri kalan biitiin ortalama degerler (A(t)) := (¥ (t)| Al (t)) i¢ carpim formiiliinden integraller alinarak hesa-
planilabilir.

Sayet biz isteklerimizi azaltip, ¢ (x,t) olmadan (X(t)) ve (P(t)) ortalama degerleri ile yetinmeye raz
olursak, o zaman Ehrenfest’in teoreminden® faydalanabiliriz. Teorem formal olarak asagidaki sonuclari
vermektedir.

WO Lipay), (38)
WD~ (X)) + fog ). (39)

Dikkat edilirse bu denklemler, problemin klasik versiyonundaki 2. ve 3. denklemlerle aymidir. O zaman
bir 6nceki boliimdeki klasik ¢oziimlerin sonuclar1 sadece ortalama degerlerin gerektigi sartlarda, kuantum
¢oziimleri ile aymdir. Hooke kanununun dogrusalligi (F = —kx) problemin klasik ¢6ziimiinti miimkiin kildig
gibi kuantum versiyonunu da ¢ézmeden ¢ézmemize yardimc: olmustur.

SONUCLAR

Bu noktaya kadar anlattiklarimizi toparlamak gerekirse: (1) Digaridan zamana bagh bir alanin elektrik-dipol
etkilesimi ile uyardigi basit harmonik titregirin klasik ¢oziimii yapilabilir ve bu ¢éziim en genel haliyle 13.
denklemdeki gibidir. (2) Coziimde ilk defa Leibniz’in icat ettigi integral alma faktorii tekniginin dogrusal
islemcilere genellestirilmig hali kullanilir. Fizik literatiiriinde bu prosediire “Dirac resmi” denilir. (3) Dogal
frekanst w olan titresiri digsaridan uyaran kuvvet periyodikse ve frekansi wy ise, wgp = w/n (n € Z™) sartim
sagladigl zaman rezonans durumu goézlenir. Bu rezonans durumlari n sayisti ile adlandirilirlar. n = 3 igin “ii¢
foton emilimi” gibi. (4) Sezgisel olarak tanimladigimiz emilim spektrumu genellikle 6lgiilebilen niceliklerin
zaman ortalamasidir ve rezonans durumlarinda ¢ok biiyiik, diger durumlarda (pratik olarak) sifir degerini
veren ideal pikler seklindedir.

3Zamandan bagimsiz bir iglemci icin Ehrenfest’in teoremi

d{A@®))
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denkleminin saglandigim sdyler. Ispat icin dérdiincii haftanin ders notlarma bakiniz.



